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Capitolo 4
Calcolo differenziale
per funzioni reali di variabile reale
4.1 Derivate
4.1.1 Definizioni e proprietà fondamentali
Definizione di rapporto incrementale di una funzione
Siano A⊆R , f : A→R , c , d ∈A tali che c 6= d . Chiamiamo rapporto incrementale per la
funzione f tra c e d il numero reale
R f (d , c) =
f (d )− f (c)
d − c
.
Evidentemente scambiando c e d il rapporto incrementale non cambia, cioè si ha
R f (d , c) = R f (c , d ) .
Definizione di funzione derivabile in un punto e di derivata
Siano A ⊆ R , f : A → R e c ∈ A∩D (A) . Diciamo che f è derivabile in c quando esiste
reale
lim
x→c
f (x)− f (c)
x − c
.
In tal caso chiamiamo derivata di f in c e indichiamo con f ′(c) tale limite.
La derivata è quindi il limite del rapporto incrementale quando l’incremento tende a 0 .
In alcuni casi è meglio dare la definizione facendo comparire esplicitamente l’incremento
della variabile da cui dipende f , anziché il punto in cui viene calcolata f ; abbiamo cioè
f ′(c) = lim
h→0
R f (c + h, c) = lim
h→0
f (c + h)− f (c)
h
.
Definizione di funzione derivabile e derivabile in un insieme
Siano A⊆R , f : A→R e B ⊆A∩D (A) .
Diciamo che f è derivabile in B quando ∀c ∈ B , f è derivabile in c .
Nel caso che sia inoltre A⊆D (A) diciamo che f è derivabile quando è derivabile in A .
Se f è derivabile risulta definita una funzione da A ad R che a ogni x ∈ A fa corri-
spondere f ′(x) . Naturalmente indicheremo tale funzione con f ′ .
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La condizione A⊆D (A) è soddisfatta, ad esempio, quando A è un intervallo.
4.1.1 Teorema (caratterizzazione della derivabilità)
Siano A⊆R , f : A→R e c ∈A∩D (A) . Le seguenti affermazioni sono equivalenti.
I) f è derivabile in c ;
II) esiste ℓ ∈R tale che
f (x) = f (c)+ ℓ(x − c)+ o(x − c) , per x → c ;
III) esiste ϕ : A→R continua in c e tale che, ∀x ∈A , si ha
f (x) = f (c)+ϕ(x)(x − c) .
Se tali affermazioni sono vere risulta inoltre f ′(c) = ℓ= ϕ(c) .
Ricordiamo che date due funzioni g e h con lo stesso dominio, di cui c sia punto limite,
la scrittura g (x) = o(h(x)) , per x → c significa che il quoziente g (x)/h(x) ha limite 0 per
x → c .
Dimostrazione. I =⇒ III) Supponiamo f derivabile in c . Sia ϕ : A→R tale che
ϕ(x) =


f (x)− f (c)
x − c
, se x ∈A\ {c},
f ′(c) , se x = c .
Per la definizione di derivata ϕ è continua in c . Se x ∈A\ {c} si ha
f (c)+ϕ(x)(x − c) = f (c)+
f (x)− f (c)
x − c
(x − c) = f (c)+ f (x)− f (c) = f (x) ,
mentre se x = c si ha
f (c)+ϕ(x)(x − c) = f (c)+ f ′(c)(c − c) = f (c) ,
quindi, ∀x ∈A , si ha
f (x) = f (c)+ϕ(x)(x − c) .
Pertanto è verificata III con ϕ(c) = f ′(c) .
III =⇒ II) Supponiamo che esista ϕ : A → R continua in c e tale che, ∀x ∈ A , si ha
f (x) = f (c)+ϕ(x)(x − c) . Allora
f (x) = f (c)+ϕ(c)(x−c)+
 
ϕ(x)−ϕ(c)

(x−c) = f (c)+ϕ(c)(x−c)+o(x − c) , per x → c ,
perché limx→c
 
ϕ(x)−ϕ(c)

= 0 .
Pertanto è verificata II con l = ϕ(c) .
II =⇒ I) Supponiamo che sia f (x) = f (c)+ ℓ(x − c)+ o(x − c) , per x → c . Allora si ha
f (x)− f (c)
x − c
=
f (c)+ ℓ(x − c)+ o(x − c)− f (c)
x − c
= ℓ+
o(x − c)
x − c
−→
x→c
ℓ .
Pertanto è verificata I con f ′(c) = ℓ .
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4.1.2 Teorema (continuità delle funzioni derivabili)
Siano A⊆R , f : A→R e c ∈A∩D (A) . Se f è derivabile in c allora f è continua in c .
Dimostrazione. Per il teorema di caratterizzazione della derivabilità 4.1.1, esiste ϕ : A → R
continua in c e tale che ∀x ∈A si ha f (x) = f (c)+ϕ(x)(x − c) ; perciò f è somma di una
funzione costante con una funzione continua in c , quindi è continua in c .
4.1.2 Operazioni sulle derivate
4.1.3 Teorema
Siano A⊆R , f , g : A→R , k ∈R e c ∈A∩D (A) . Supponiamo f e g derivabili in c .
I) La funzione f + g è derivabile in c e
( f + g )′(c) = f ′(c)+ g ′(c) .
II) La funzione k f è derivabile in c e
(k f )′(c) = k f ′(c) .
III) La funzione f g è derivabile in c e
( f g )′(c) = f ′(c)g (c)+ f (c)g ′(c) .
IV) Se inoltre ∀x ∈A, g (x) 6= 0 allora la funzione 1/g è derivabile in c e

1
g
′
(c) =−
g ′(c) 
g (c)
2 .
V) Se inoltre ∀x ∈A, g (x) 6= 0 allora la funzione f /g è derivabile in c e

f
g
′
(c) =
f ′(c)g (c)− f (c)g ′(c) 
g (c)
2 .
Dimostrazione. Anzituttto, per il teorema di caratterizzazione della derivabilità 4.1.1 esistono
ϕ,ψ: A→R continue in c e tali che
∀x ∈A, f (x) = f (c)+ϕ(x)(x − c)
∀x ∈A, g (x) = g (c)+ψ(x)(x − c)
e si ha ϕ(c) = f ′(c) e ψ(c) = g ′(c) .
I) Per x ∈A si ha
f (x)+ g (x) = f (c)+ϕ(x)(x − c)+ g (c)+ψ(x)(x − c)
= f (c)+ g (c)+
 
ϕ(x)+ψ(x)

(x − c) ;
la funzione ϕ+ψ è continua in c , perché somma di funzioni continue, perciò è verificata la
condizione III del teorema 4.1.1, quindi f + g è derivabile in c e la derivata è il valore della
funzione ϕ+ψ in c , cioè ( f + g )′(c) = ϕ(c)+ψ(c) = f ′(c)+ g ′(c) .
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II) Per x ∈A si ha
k f (x) = k
 
f (c)+ϕ(x)(x − c)

= k f (c)+ kϕ(x)(x − c) ;
la funzione kϕ è continua in c , perché prodotto di una funzione continua per una costante,
perciò è verificata la condizione III del teorema 4.1.1, quindi k f è derivabile in c e la
derivata è il valore della funzione kϕ in c , cioè (k f )′(c) = kϕ(c) = k f ′(c) .
III) Per x ∈A si ha
f (x)g (x) =
 
f (c)+ϕ(x)(x − c)
 
g (c)+ψ(x)(x − c)

= f (c)g (c)+ϕ(x)(x − c)g (c)+ f (c)ψ(x)(x − c)+ϕ(x)ψ(x)(x − c)2
= f (c)g (c)+
 
ϕ(x)g (c)+ f (c)ψ(x)+ϕ(x)ψ(x)(x − c)

(x − c) ;
la funzione x 7→ ϕ(x)g (c)+ f (c)ψ(x)+ϕ(x)ψ(x)(x − c) è continua in c , perché somma di
funzioni continue, perciò è verificata la condizione III del teorema 4.1.1, quindi f g è deriva-
bile in c e la derivata è il valore della funzione x 7→ ϕ(x)g (c)+ f (c)ψ(x)+ϕ(x)ψ(x)(x − c)
in c , cioè
( f g )′(c) = ϕ(c)g (c)+ f (c)ψ(c)+ϕ(c)ψ(c)(c − c) = f ′(c)g (c)+ f (c)g ′(c) .
IV) Supponiamo che ∀x ∈A sia g (x) 6= 0 . Si ha
1
g (x)
=
1
g (c)+ψ(x)(x − c)
=
1
g (c)
+
1
g (c)+ψ(x)(x − c)
−
1
g (c)
=
1
g (c)
+
g (c)−
 
g (c)+ψ(x)(x − c)

 
g (c)+ψ(x)(x − c)

g (c)
=
1
g (c)
−
ψ(x) 
g (c)+ψ(x)(x − c)

g (c)
(x − c) ;
la funzione
x 7→ −
ψ(x) 
g (c)+ψ(x)(x − c)

g (c)
è continua in c , perché quoziente di funzioni continue, perciò è verificata la condizione III
del teorema 4.1.1, quindi 1/g è derivabile in c e la derivata è il valore della funzione
x 7→ −
ψ(x) 
g (c)+ψ(x)(x − c)

g (c)
in c , cioè. 
1
g
′
(c) =−
ψ(c) 
g (c)+ψ(c)(c − c)

g (c)
=−
g ′(c) 
g (c)
2 .
V) Supponiamo che ∀x ∈ A sia g (x) 6= 0 . Evidentemente f /g = f (1/g ) quindi la fun-
zione f /g è prodotto di una funzione derivabile in c per la reciproca di una funzione
derivabile in c , quindi, per ciò che si è già dimostrato, è derivabile in c . Inoltre si ha

f
g
′
(c) = f ′(c)
1
g (c)
+ f (c)

1
g
′
(c) = f ′(c)
1
g (c)
− f (c)
g ′(c) 
g (c)
2 = f
′(c)g (c)− f (c)g ′(c) 
g (c)
2 .
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4.1.3 Derivata di funzione composta e di funzione inversa
4.1.4 Teorema (derivata di funzione composta)
Siano A,B ⊆ R , f : A → R , g : B → R e c ∈ A∩D (A) . Supponiamo che sia f (A) ⊆ B e
f (c) ∈ D (B) . Se f è derivabile in c e g è derivabile in f (c) allora g ◦ f è derivabile in c e
(g ◦ f )′(c) = g ′
 
f (c)

f ′(c) .
Dimostrazione. Per il teorema di caratterizzazione della derivabilità 4.1.1 esistono ϕ : A→R
e ψ : B →R , continue rispettivamente in c e in f (c) , tali che
∀x ∈A, f (x) = f (c)+ϕ(x)(x − c) ,
∀y ∈ B , g (y) = g
 
f (c)

+ψ(y)
 
y − f (c)

,
inoltre si ha ϕ(c) = f ′(c) e ψ
 
f (c)

= g ′
 
f (c)

. Per x ∈A si ha quindi
g
 
f (x)

= g
 
f (c)

+ψ
 
f (x)
 
f (x)− f (c)

= g
 
f (c)

+ψ
 
f (x)

ϕ(x)(x − c) ;
la funzione x 7→ψ
 
f (x)

ϕ(x) è prodotto di funzioni continue in c , perciò è continua in c ,
inoltre per x = c vale g ′
 
f (c)

f ′(c) . Dal teorema 4.1.1 segue che g ◦ f è derivabile in c
con derivata uguale a g ′
 
f (c)

f ′(c) .
4.1.5 Teorema (derivata di funzione inversa)
Siano I ⊆ R intervallo, f : I → R continua e invertibile e c ∈ I . Se f è derivabile in c e
f ′(c) 6= 0 allora f −1 è derivabile in f (c) e
( f −1)′
 
f (c)

=
1
f ′(c)
.
Dimostrazione. Per il teorema di caratterizzazione della derivabilità 4.1.1 esiste ϕ : I → R
continua in c tale che
∀x ∈ I , f (x) = f (c)+ϕ(x)(x − c) ,
e si ha ϕ(c) = f ′(c) . Se y ∈ f (I ) =D
 
f −1

allora si ha
y = f
 
f −1(y)

= f (c)+ϕ
 
f −1(y)
 
f −1(y)− c

,
quindi
y − f (c) = ϕ
 
f −1(y)
 
f −1(y)− c

.
Se y 6= f (c) allora il primo membro di questa uguaglianza è diverso da 0 , quindi ciascuno
dei due fattori a secondo membro è diverso da 0 , in particolare ϕ
 
f −1(y)

6= 0 ; se invece
y = f (c) allora
ϕ
 
f −1(y)

= ϕ
 
f −1
 
f (c)

= ϕ(c) = f ′(c) 6= 0 .
Perciò ∀y ∈ f (I ) si ha ϕ
 
f −1(y)

6= 0 . Si ha quindi
f −1(y)− c =
1
ϕ
 
f −1(y)
  y − f (c) ,
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cioè
f −1(y) = f −1
 
f (c)

+
1
ϕ
 
f −1(y)
  y − f (c) .
La funzione f è continua in un intervallo ed è invertibile, perciò ha inversa continua
(teorema 3.5.10(II)), ϕ è continua in c , quindi la funzione y 7→ 1/ϕ
 
f −1(y)

è continua
in f (c) . Per il teorema 4.1.1, f −1 è derivabile in f (c) con derivata
1
ϕ
 
f −1
 
f (c)
 = 1
ϕ(c)
=
1
f ′(c)
.
La formula di derivazione di funzione inversa enunciata sopra può essere scritta in un’altra
forma, più adatta a calcolare la derivata. Se d ∈ f (I ) e f ′
 
f −1(d )

6= 0 , allora
( f −1)′(d ) =
1
f ′
 
f −1(d )
 .
4.1.4 Derivate di ordine superiore
Definizione di funzione derivabile 2 volte e di derivata seconda
Siano A⊆R tale che A⊆D (A) , f : A→R e c ∈A . Supponiamo f derivabile in A .
Diciamo che f è derivabile 2 volte in c quando la funzione f ′ è derivabile in c .
In tal caso chiamiamo derivata seconda della funzione f in c e indichiamo con f ′′(c) la
derivata di f ′ nel punto c .
Se f è derivabile 2 volte in ogni punto di A si può ripetere il procedimento definendo la
derivata terza e successivamente la derivata quarta ecc. In generale possiamo quindi definire,
per induzione, la derivata di ordine qualunque come segue.
Definizione di funzione derivabile n volte e di derivata n -sima
Siano A⊆ R tale che A⊆ D (A) , f : A→ R , c ∈ A e n ∈ N∗ . Supponiamo f derivabile n
volte in A .
Diciamo che f è derivabile n+ 1 volte in c quando la funzione che a ogni punto di A fa
corrispondere la derivata n -sima di f è a sua volta derivabile in c .
In tal caso chiamiamo derivata n+ 1 -sima della funzione f in c tale derivata.
La derivata n -sima della funzione f nel punto c si indica con f (n)(c) . Si utlizza anche
la scrittura f (0) per indicare la funzione f .
Notariamo che dicendo che una funzione è derivabile n volte non escludiamo che essa
possa essere derivabile anche più di n volte.
Definizione di funzione indefinitamente derivabile
Siano A⊆ R tale che A⊆ D (A) e f : A→ R . Diciamo che f è indefinitamente derivabile
quando qualunque sia n ∈N∗ f è derivabile n volte in A .
4.2 Funzioni derivabili in un intervallo
4.2.1 Teorema (di Rolle)
Sia f : [a, b ]→R . Se f è continua in [a, b ] , derivabile in ]a, b [ e f (a) = f (b ) allora esiste
c ∈ ]a, b [ tale che f ′(c) = 0 .
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Dimostrazione. Poiché f è continua in un intervallo chiuso e limitato, che è compatto, per
il teorema di Weierstrass 3.5.4 esistono massimo e minimo di f . Poniamo m = min f e
M =max f . È soddisfatta almeno una tra le condizioni seguenti:
(a) M > f (a) = f (b ) ,
(b) m < f (a) = f (b ) ,
(c) M = m = f (a) = f (b ) .
Se vale (a) allora esiste c ∈ [a, b ] tale che f (c) = M ; poiché M 6= f (a) e M 6= f (b ) ,
si ha c 6= a e c 6= b , quindi c ∈ ]a, b [ . Qualunque sia x ∈ [a, b ] si ha f (x) ≤ f (c) .
Allora per x ∈ [a, c[ si ha f (x) − f (c) ≤ 0 e x − c < 0 , quindi R f (x, c) ≥ 0 ; per-
tanto, per il teorema della permanenza del segno 3.3.5, si ha limx→c− R f (x, c) ≥ 0 , quindi
f ′(c) = limx→c R f (x, c) = limx→c− R f (x, c)≥ 0 . D’altra parte qualunque sia x ∈ ]c , b ] si ha
f (x)− f (c) ≤ 0 e x − c > 0 quindi R f (x, c) ≤ 0 , da cui, analogamente, segue f
′(c) ≤ 0 .
Poiché si ha sia f ′(c)≥ 0 che f ′(c)≤ 0 risulta f ′(c) = 0 .
Se vale (b) allora esiste c ∈ [a, b ] tale che f (c) = m , procedendo come nel caso (a) si
ottiene che c ∈ ]a, b [ e f ′(c) = 0 .
Se vale (c) massimo e minimo di f sono uguali tra di loro, quindi f è costante, pertanto
ha derivata nulla in ogni punto del dominio.
4.2.2 Teorema (di Cauchy)
Siano f , g : [a, b ]→ R . Se f e g sono continue in [a, b ] e derivabili in ]a, b [ allora esiste
c ∈ ]a, b [ tale che  
f (b )− f (a)

g ′(c) =
 
g (b )− g (a)

f ′(c) .
Dimostrazione. Sia ϕ : [a, b ]→R tale che
ϕ(x) =
 
f (b )− f (a)

g (x)−
 
g (b )− g (a)

f (x) .
La funzione ϕ è continua in [a, b ] e derivabile in ]a, b [ , perché f e g godono delle stesse
proprietà. Inoltre si ha
ϕ(a) =
 
f (b )− f (a)

g (a)−
 
g (b )− g (a)

f (a) = f (b )g (a)− g (b ) f (a) ,
ϕ(b ) =
 
f (b )− f (a)

g (b )−
 
g (b )− g (a)

f (b ) =− f (a)g (b )+ g (a) f (b ) ,
quindi ϕ(a) = ϕ(b ) . Pertanto ϕ soddisfa le ipotesi del teorema di Rolle, perciò esiste
c ∈ ]a, b [ tale che ϕ′(c) = 0 . Poiché
ϕ′(c) =
 
f (b )− f (a)

g ′(c)−
 
g (b )− g (a)

f ′(c) ,
si ha  
f (b )− f (a)

g ′(c) =
 
g (b )− g (a)

f ′(c) .
Osserviamo che se g ′(x) 6= 0 per ogni x ∈ ]a, b [ , allora si ha g (a) 6= g (b ) . Infatti se
fosse g (a) = g (b ) per il teorema di Rolle 4.2.1 dovrebbe esistere un punto in cui la derivata
si annulla. In tal caso la tesi del teorema di Cauchy può essere scritta nella forma
f (b )− f (a)
g (b )− g (a)
=
f ′(c)
g ′(c)
.
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4.2.3 Teorema (di Lagrange o del valor medio)
Sia f : [a, b ]→R . Se f è continua in [a, b ] e derivabile in ]a, b [ allora esiste c ∈ ]a, b [ tale
che
f (b )− f (a) = (b − a) f ′(c) .
Dimostrazione. Sia g : [a, b ]→ R tale che g (x) = x . Tale funzione è continua e derivabile
in tutto il dominio, con derivata che vale costantemente 1 . Per il teorema di Cauchy esiste
quindi c ∈ ]a, b [ tale che
f (b )− f (a) = (b − a) f ′(c) .
4.2.4 Teorema (sulle funzioni a derivata nulla)
Siano I ⊆R intervallo e f : I →R derivabile. Se, ∀x ∈ I si ha f ′(x) = 0 allora f è costante.
Dimostrazione. Siano x, y ∈ I con x 6= y ; possiamo per esempio supporre x < y . Poiché I
è un intervallo si ha [x, y]⊆ I , possiamo applicare il teorema di Lagrange 4.2.3 alla restrizio-
ne di f all’intervallo [x, y] . Perciò esiste ξ ∈ ]x, y[ tale che f (y)− f (x) = f ′(ξ )(y − x) ;
poiché f ′(ξ ) = 0 , si ha f (y)− f (x) = 0 , cioè f (y) = f (x) .
Quindi in due punti qualunque del suo dominio f assume lo stesso valore, cioè f è
costante.
Il teorema seguente permette, in alcuni casi, di semplificare la verifica della derivabilità di
una funzione.
4.2.5 Teorema (sul limite della derivata)
Siano I ⊆ R intervallo, c ∈ I e f : I → R continua in I e derivabile in I \ {c} . Se esiste
limx→c f
′(x) allora esiste limx→c R f (x, c) = limx→c f
′(x) .
Dimostrazione. Poniamo ℓ= limx→c f
′(x) . Abbiamo
∀U ∈ Iℓ , ∃VU ∈Ic : ∀x ∈A\ { c } , x ∈VU =⇒ f
′(x) ∈U .
Scelto U ∈ Iℓ , sia x ∈ I ∩VU \ {c} . La funzione f è continua nell’intervallo chiuso di
estremi c e x ed è derivabile in tale intervallo escluso il punto c . Quindi sono verificate
le ipotesi del teorema di Lagrange 4.2.3, perciò esiste ξ appartenente all’intervallo aperto di
estremi c e x tale che R f (x, c) = f
′(ξ ) . Poiché c , x ⊆ VU , si ha anche ξ ∈ VU , quindi
f ′(ξ ) ∈ U , cioè R f (x, c) ∈U . Pertanto qualunque sia x ∈ I ∩VU \ {c} si ha R f (x, c) ∈ U ,
quindi f ′(c) = limx→c R f (x, c) = ℓ .
Quindi se esiste reale il limite di f ′ in c allora la funzione è derivabile. Se invece la
derivata è divergente per x → c allora la funzione non è derivabile in c . Il teorema si può
applicare anche nel caso di limite sinistro e limite destro. Pertanto se f ′ ha limite sinistro e
destro in c diversi tra di loro, allora f non è derivabile.
4.3 Applicazioni del calcolo differenziale
4.3.1 Monotonia
4.3.1 Teorema
Siano A⊆R , c ∈A∩D (A) e f : A→R derivabile in c .
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I) Se f è crescente allora f ′(c)≥ 0 .
II) Se f è decrescente allora f ′(c)≤ 0 .
Dimostrazione. I) Sia x ∈A\ { c } . Se x > c allora f (x)≥ f (c) , perciò
R f (x, c) =
f (x)− f (c)
x − c
≥ 0 ;
se x < c allora f (x) ≤ f (c) e anche in questo caso R f (x, c) ≥ 0 . Pertanto, per il teorema
della permanenza del segno 3.3.5, f ′(c) = limx→c R f (x, c)≥ 0 .
II) La dimostrazione è analoga a quella dell’affermazione precedente.
4.3.2 Teorema
Siano I ⊆R intervallo e f : I →R continua in I e derivabile in int I .
I) Se ∀x ∈ int I , f ′(x)≥ 0 allora f è crescente.
II) Se ∀x ∈ int I , f ′(x)> 0 allora f è strettamente crescente.
III) Se ∀x ∈ int I , f ′(x)≤ 0 allora f è decrescente.
IV) Se ∀x ∈ int I , f ′(x)< 0 allora f è strettamente decrescente.
Dimostrazione. I) Siano x, y ∈ I , con x < y . Per il teorema di Lagrange 4.2.3 applicato
alla restrizione di f a [x, y] , esiste ξ ∈ ]x, y[ tale che f (y)− f (x) = f ′(ξ )(y − x) . Poiché
f ′(ξ )≥ 0 e y − x > 0 , si ha f (y)− f (x)≥ 0 cioè f (y)≥ f (x) .
Abbiamo così dimostrato che ∀x, y ∈ I , x < y =⇒ f (x)≤ f (y) dunque f è crescente.
II, III, IV) La dimostrazione è analoga a quella dell’affermazione precedente.
4.3.2 Estremi locali
Definizione di punto di massimo e di minimo locale e di estremante locale per una
funzione
Siano A⊆R , f : A→R e c ∈A∩D (A) .
Diciamo che c è punto di massimo locale per f quando
∃δ ∈R+ : ∀x ∈A∩ ]c −δ, c +δ[ , f (x)≤ f (c) ;
in tal caso diciamo che f (c) è massimo locale per f .
Diciamo che c è punto di massimo locale forte per f quando
∃δ ∈R+ : ∀x ∈A∩ ]c −δ, c +δ[ \ { c } , f (x)< f (c) .
Diciamo che c è punto di minimo locale per f quando
∃δ ∈R+ : ∀x ∈A∩ ]c −δ, c +δ[ , f (x)≥ f (c) ;
in tal caso diciamo che f (c) è minimo locale per f .
Diciamo che c è punto di minimo locale forte per f quando
∃δ ∈R+ : ∀x ∈A∩ ]c −δ, c +δ[ \ { c } , f (x)> f (c) .
Diciamo che c è estremante locale per f quando c è punto di massimo o di minimo locale
per f ; in tal caso diciamo che f (c) è estremo locale per f .
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È evidente dalla definizione che il massimo di una funzione, se esiste, è anche massimo
locale, analogamente per il minimo; non vale il viceversa. Per evitare ambiguità parleremo
di massimo assoluto e di minimo assoluto per distinguere massimo e minimo da massimo
locale e minimo locale.
4.3.3 Teorema (di Fermat)
Siano I ⊆R intervallo, c ∈ int I e f : I →R derivabile in c . Se c è estremante locale per f
allora f ′(c) = 0 .
Dimostrazione. Supponiamo che c sia punto di massimo locale per f (la dimostrazione del
caso del punto di minimo locale è del tutto analoga).
Sia δ ∈ R+ tale che se x ∈ I ∩ ]c −δ, c +δ[ allora f (x) ≤ f (c) . Poiché c ∈ int I si
può supporre, scegliendo δ piccolo, che sia ]c −δ, c +δ[⊆ I .
Se x ∈ ]c −δ, c[ allora si ha f (x)− f (c)≤ 0 e x−c < 0 , perciò R f (x, c)≥ 0 , da cui, per
il teorema della permanenza del segno 3.3.5, segue limx→c− R f (x, c) ≥ 0 e quindi f
′(c)≥ 0 .
Se invece x ∈ ]c , c +δ[ allora si ha f (x)− f (c) ≤ 0 e x − c > 0 , dunque R f (x, c) ≤ 0 , da
cui segue f ′(c)≤ 0 . Pertanto f ′(c) = 0 .
Nel caso che c si un estremo del dominio della funzione, gli argomenti usati nella
dimostrazione del teorema di Fermat consentono di provare il seguente teorema.
4.3.4 Teorema
Siano I ⊆R intervallo, c ∈ I e f : I →R derivabile in c .
I) Se c =min I è punto di minimo locale per f , allora f ′(c)≥ 0 .
II) Se c =min I è punto di massimo locale per f , allora f ′(c)≤ 0 .
III) Se c =max I è punto di minimo locale per f , allora f ′(c)≤ 0 .
IV) Se c =max I è punto di massimo locale per f , allora f ′(c)≥ 0 .
4.3.5 Teorema
Siano I ⊆R intervallo, c ∈ I e f : I →R continua in I e derivabile in I \ { c } .
I) Se esiste δ ∈R+ tale che
∀x ∈ I ∩ ]c −δ, c[ , f ′(x)≥ 0 e ∀x ∈ I ∩ ]c , c +δ[ , f ′(x)≤ 0
allora c è punto di massimo locale per f .
II) Se esiste δ ∈R+ tale che
∀x ∈ I ∩ ]c −δ, c[ , f ′(x)> 0 e ∀x ∈ I ∩ ]c , c +δ[ , f ′(x)< 0
allora c è punto di massimo locale forte per f .
III) Se esiste δ ∈R+ tale che
∀x ∈ I ∩ ]c −δ, c[ , f ′(x)≤ 0 e ∀x ∈ I ∩ ]c , c +δ[ , f ′(x)≥ 0
allora c è punto di minimo locale per f .
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IV) Se esiste δ ∈R+ tale che
∀x ∈ I ∩ ]c −δ, c[ , f ′(x)< 0 e ∀x ∈ I ∩ ]c , c +δ[ , f ′(x)> 0
allora c è punto di minimo locale forte per f .
Dimostrazione. I) Per il teorema 4.3.2, la restrizione di f a I ∩ [c −δ, c] è crescente, per-
tanto ∀x ∈ I∩[c −δ, c[ si ha f (x)≤ f (c) . Analogamente la restrizione di f a I∩[c , c +δ]
è decrescente, quindi ∀x ∈ I ∩]c , c +δ] , si ha f (x)≤ f (c) . Pertanto c è punto di massimo
locale per f .
II, III, IV) La dimostrazione è analoga a quella dell’affermazione precedente.
Osserviamo che nelle ipotesi di questo teorema non è richiesto che c sia interno ad I ,
esso è valido anche nel caso che c sia un estremo di I . In tal caso si ha I ∩ ]c −δ, c[ = ∅
oppure I∩]c , c +δ[ =∅ , cosicché una delle due condizioni sul segno della derivata è sempre
soddisfatta perché non riguarda nessun numero x .
4.3.6 Teorema
Siano I ⊆ R intervallo, c ∈ I e f : I → R derivabile in I e derivabile due volte in c .
Supponiamo che sia f ′(c) = 0 .
I) Se f ′′(c)> 0 allora c è punto di minimo locale forte per f .
II) Se f ′′(c)< 0 allora c è punto di massimo locale forte per f .
III) Se c è punto di minimo locale per f allora f ′′(c)≥ 0 .
IV) Se c è punto di massimo locale per f allora f ′′(c)≤ 0 .
Dimostrazione. I) Poiché f ′ è derivabile in c , con f ′(c) = 0 , per il teorema di caratte-
rizzazione della derivabilità 4.1.1, esiste ϕ : I → R , continua in c , tale che ∀x ∈ I , si ha
f ′(x) = ϕ(x)(x − c) e risulta ϕ(c) = f ′′(c) . Per la continuità di ϕ in c , se f ′′(c)> 0 esiste
δ ∈R+ tale che, ∀x ∈ I ∩]c −δ, c +δ[ , si ha ϕ(x)> 0 . Pertanto se x ∈ I ∩]c −δ, c[ allo-
ra f ′(x)< 0 , mentre se x ∈ I ∩ ]c , c +δ[ allora f ′(x)> 0 . Allora, per il teorema 4.3.5(II),
c è punto di massimo locale forte per f .
II) La dimostrazione è analoga a quella dell’affermazione precedente.
III) Se f ′′(c)< 0 allora, per quanto appena dimostrato, c è punto di massimo locale forte
per f , quindi ∀U ∈ Ic esiste x ∈ I ∩U tale che f (x)< f (c) , pertanto c non è punto di
minimo locale. Perciò se c è punto di minimo locale deve essere f ′′(c)≥ 0 .
IV) La dimostrazione è analoga a quella dell’affermazione precedente.
Dai teoremi sugli estremi locali segue facilmente che per le funzioni derivate vale una
proprietà simile al teorema di Bolzano 3.5.5.
4.3.7 Teorema (di Darboux)
Sia f : [a, b ]→R derivabile. Se f ′(a) f ′(b )< 0 allora esiste c ∈ ]a, b [ tale che f ′(c) = 0 .
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Dimostrazione. Consideriamo il caso f ′(a) < 0 < f ′(b ) , il caso f ′(b ) < 0 < f ′(a) si tratta
in modo analogo.
Per il teorema di Weierstrass 3.5.4 f ha minimo. Sia c ∈ [a, b ] tale che f (c) =min f ;
allora c è punto di minimo locale per f . Per il teorema 4.3.4, poiché a = min [a, b ]
e f ′(a) < 0 , a non è punto di minimo locale; analogamente poiché b = max [a, b ] e
f ′(b ) > 0 , b non è punto di minimo locale. Pertanto c ∈ ]a, b [ , quindi, per il teorema di
Fermat 4.3.3, f ′(c) = 0 .
Ragionando come fatto per passare dal teorema di Bolzano 3.5.5 al teorema dei valori
intermedi 3.5.6, si prova il seguente teorema.
4.3.8 Teorema
Siano I ⊆R intervallo e f : I →R derivabile. Allora f ′(I ) è un intervallo.
4.3.3 Funzioni convesse
Definizione di funzione convessa e di funzione concava
Siano I ⊆R intervallo e f : I →R .
Diciamo che f è convessa quando
∀x, y ∈ I , ∀t ∈ ]0,1[ , f
 
(1− t )x + t y

≤ (1− t ) f (x)+ t f (y) .
Diciamo che f è concava quando
∀x, y ∈ I , ∀t ∈ ]0,1[ , f
 
(1− t )x + t y

≥ (1− t ) f (x)+ t f (y) .
La condizione di convessità o di concavità è sempre verificata se x = y . Inoltre scambian-
do x con y e sostituendo 1− t al posto di t si ottiene la stessa condizione. Pertanto se la
condizione è verificata per x < y è verificata anche per x > y .
4.3.9 Teorema
Siano I ⊆R intervallo, c ∈ I e f : I →R derivabile in c .
I) Se f è convessa allora
∀x ∈ I , f (x)≥ f (c)+ f ′(c)(x − c) .
II) Se f è concava allora
∀x ∈ I , f (x)≤ f (c)+ f ′(c)(x − c) .
Dimostrazione. I) Sia x ∈ I . Se x = c la disuguaglianza f (x) ≥ f (c) + f ′(c)(x − c) è
ovviamente verificata.
Se x 6= c allora dalla definizione di funzione convessa segue, ∀t ∈ ]0,1[ ,
(1− t ) f (x)≥ (1− t ) f (c)+ f
 
(1− t )x + t c

− f (c) ,
quindi
f (x)≥ f (c)+
f
 
(1− t )x + t c

− f (c)
1− t
= f (c)+
f
 
c + (1− t )(x − c)

− f (c)
(1− t )(x − c)
(x − c) .
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Per t → 1 si ha (1− t )(x − c)→ 0 , pertanto, per il teorema del confronto 3.3.4, si ha
f (x)≥ f (c)+ lim
t→1
f
 
c + (1− t )(x − c)

− f (c)
1− t
(x − c) = f (c)+ f ′(c)(x − c) .
II) La dimostrazione è analoga a quella dell’affermazione precedente.
4.3.10 Teorema
Siano I ⊆R intervallo e f : I →R e derivabile in int I .
I) Se ∀c ∈ int I , ∀x ∈ I , f (x)≥ f (c)+ f ′(c)(x − c) , allora f è convessa.
II) Se ∀c ∈ int I , ∀x ∈ I , f (x)≤ f (c)+ f ′(c)(x − c) , allora f è concava.
Dimostrazione. I) Siano x, y ∈ I , con x 6= y e t ∈ ]0,1[ . Posto c = (1− t )x + t y , risulta
x < c < y oppure y < c < x , quindi c ∈ int I . Perciò si ha
f (x)≥ f (c)+ f ′(c)(x − c) = f (c)+ f ′(c)
 
x − (1− t )x − t y

= f (c)+ f ′(c)t (x − y) ,
f (y)≥ f (c)+ f ′(c)(y − c) = f (c)+ f ′(c)
 
y − (1− t )x − t y

= f (c)+ f ′(c)(1− t )(y − x) ,
da cui segue
(1− t ) f (x)+ t f (y)≥ (1− t )
 
f (c)+ f ′(c)t (x − y)

+ t
 
f (c)+ f ′(c)(1− t )(y − x)

= f (c) .
Quindi f è convessa.
II) La dimostrazione è analoga a quella dell’affermazione precedente.
Dal teorema 4.3.9 segue facilmente un collegamento tra convessità e estremi di una fun-
zione.
4.3.11 Teorema
Siano I ⊆R intervallo, c ∈ I e f : I →R derivabile in c . Supponiamo f ′(c) = 0
I) Se f è convessa allora f (c) =min f .
II) Se f è concava allora f (c) =max f .
Dimostrazione. I) Per il teorema 4.3.9, ∀x ∈ I , si ha f (x) ≥ f (c) + f ′(c)(x − c) , ma
f ′(c) = 0 , pertanto f (x)≥ f (c) .
II) La dimostrazione è analoga a quella dell’affermazione precedente.
4.3.12 Teorema
Siano I ⊆R intervallo e f : I →R derivabile.
I) La funzione f è convessa se e solo se f ′ è crescente.
II) La funzione f è concava se e solo se f ′ è decrescente.
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Dimostrazione. I) Supponiamo f convessa.
Siano x, y ∈ I , con x < y . Per il teorema 4.3.9 si ha
f (y)≥ f (x)+ f ′(x)(y − x) ,
f (x)≥ f (y)+ f ′(y)(x − y) ,
da cui, sommando membro a membro,
f (y)+ f (x)≥ f (x)+ f (y)+ f ′(x)(y − x)+ f ′(y)(x − y) ,
cioè
0≥
 
f ′(x)− f ′(y)
 
y − x) .
Poiché y − x > 0 si ha f ′(x)− f ′(y)≤ 0 , quindi f ′ è crescente.
Viceversa supponiamo f ′ crescente.
Siano c , x ∈ I con x 6= c . Per il teorema di Lagrange 4.2.3, applicato alla restrizione
di f all’intervallo di estremi c e x , esiste ξ in tale intervallo tale che
f (x)− f (c) = f ′(ξ )(x − c) .
Se x > c anche ξ > c , quindi si ha f ′(ξ ) ≥ f ′(c) , perché f ′ è crescente; perciò risulta
f ′(ξ )(x − c)≥ f ′(c)(x − c) . Analogamente se x < c si ha f ′(ξ ) ≤ f ′(c) , perciò anche in
questo caso f ′(ξ )(x − c)≥ f ′(c)(x − c) . Quindi si ha sempre
f (x)− f (c)≥ f ′(c)(x − c) ;
perciò, per il teorema 4.3.10, f è convessa.
II) La dimostrazione è analoga a quella dell’affermazione precedente.
4.3.13 Teorema
Siano I ⊆R intervallo e f : I →R derivabile 2 volte in I .
I) La funzione f è convessa se e solo se ∀x ∈ I , f ′′(x)≥ 0 .
II) La funzione f è concava se e solo se ∀x ∈ I , f ′′(x)≤ 0 .
Dimostrazione. Il teorema è una immediata conseguenza del teorema 4.3.12, tenendo presenti
i teoremi 4.3.1 e 4.3.2.
Definizione di punto di flesso per una funzione
Siano I ⊆ R intervallo, c ∈ int I e f : I → R derivabile in c . Diciamo che c è punto di
flesso per f quando esiste δ ∈R+ tale che
∀x ∈ I ∩ ]c −δ, c +δ[ ,
f (x)− f (c)− f ′(c)(x − c)
x − c
≤ 0
oppure
∀x ∈ I ∩ ]c −δ, c +δ[ ,
f (x)− f (c)− f ′(c)(x − c)
x − c
≥ 0 .
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4.3.14 Teorema
Siano I ⊆R intervallo, c ∈ int I e f : I →R derivabile in I e derivabile due volte in c . Se c
è punto di flesso per f allora f ′′(c) = 0 .
Dimostrazione. Supponiamo che esista δ ∈R+ tale che
∀x ∈ I ∩ ]c −δ, c +δ[ ,
f (x)− f (c)− f ′(c)(x − c)
x − c
≤ 0 ;
nell’altro caso la dimostrazione è del tutto analoga.
Sia g : I →R , tale che
g (x) = f (x)− f (c)− f ′(c)(x − c) .
La funzione g è derivabile in I e derivabile due volte in c ; inoltre g ′′(c) = f ′′(c) . Se
x ∈ I ∩ ]c −δ, c +δ[ \ {c} allora si ha g (x)/(x − c) ≤ 0 . Quindi se x ∈ I ∩ ]c −δ, c[
allora g (x) ≥ 0 = g (c) , pertanto c non è punto di minimo locale forte per g ; per il
teorema 4.3.6(II), non può essere g ′′(c) < 0 , pertanto g ′′(c) ≥ 0 . In modo analogo, se
x ∈ I ∩ ]c , c +δ[ allora g (x)≤ 0= g (c) e, come sopra, da qui segue g ′′(c)≤ 0 .
Pertanto f ′′(c) = g ′′(c) = 0 .
4.3.15 Teorema
Siano I ⊆R intervallo, c ∈ int I e f : I →R derivabile in c .
I) Se esiste δ ∈ R+ tale che [c −δ, c +δ] ⊆ I e f è convessa in [c −δ, c] e concava in
[c , c +δ] allora c è punto di flesso per f .
II) Se esiste δ ∈ R+ tale che [c −δ, c +δ] ⊆ I e f è concava in [c −δ, c] e convessa in
[c , c +δ] allora c è punto di flesso per f .
Dimostrazione. I) Per il teorema 4.3.10 qualunque sia x ∈ [c −δ, c[ si ha
f (x)≥ f (c)+ f ′(c)(x − c) ,
cioè
f (x)− f (c)− f ′(c)(x − c)≥ 0 ;
poiché x − c < 0 si ha
f (x)− f (c)− f ′(c)(x − c)
x − c
≤ 0 .
In modo analogo qualunque sia x ∈ ]c , c +δ] si ha
f (x)≤ f (c)+ f ′(c)(x − c) ,
da cui segue
f (x)− f (c)− f ′(c)(x − c)≤ 0 ,
quindi, visto che x − c > 0 ,
f (x)− f (c)− f ′(c)(x − c)
x − c
≤ 0 .
Perciò c è un punto di flesso per f .
II) La dimostrazione è analoga a quella dell’affermazione precedente.
